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Einleitung

1. In der vorliegenden Arbeit beschäftige ich mich mit Summen von der

Form

(1) ^2cmsmmd,      ^Cmcosmd,      ^cmzm,

d.h. mit trigonometrischen Reihen und Potenzreihen. Hier durchläuft m ent-

weder die Gesamtheit der nichtnegativen ganzen Zahlen 0, 1, 2, 3, • • ■ ,

oder aber diese von einer bestimmten positiven ganzen Zahl n+1 angefangen,

d.h. m = n+l, n+2, n+3, ■ ■ ■ . Im letzteren Falle nenne ich diese Reihen

Restreihen, genauer trigonometrische Restreihen oder Potenzrestreihen. Eingeh-

end werden auch die Fälle untersucht, in denen m entweder nur alle nichtne-

gativen geraden Zahlen, oder alle positiven ungeraden Zahlen durchläuft,

bzw. diese nur von einer bestimmten angefangen. Schliesslich wird, wenn auch

nur kurz, von Polynomen entsprechender Form die Rede sein, wo also die

Koeffizienten cm von einem gewissen Index an gleich Null sind.

2. Die Grundvoraussetzung wird in der Regel die sein, dass die Koeffi-

zientenfolge, welche die zugelassenen Indizes aufweist, und die ich immer

mit

(2) Co, Ci, c2, ■ ■ ■ , c„ ■ • •

bezeichnen kann, eine nichtnegative monotone Nullfolge sei,t und zwar ent-

weder eine einfach monotone oder eine mehrfach monotone Nullfolge. Ein-

fach monoton heisst eine aus nichtnegativen Gliedern bestehende Folge (2)

dann, wenn auch ihre ersten Differenzen

(3) Co — Ci, Ci — c2, • • • , c„ — c^-i-i, • ■ •

eine aus durchwegs nichtnegativen Gliedern bestehende unendliche Folge

bilden; zweifach monoton, wenn ausserdem noch die unendliche Folge ihrer

zweiten Differenzen

(4) Co — 2ci + c2, Ci — 2c2 + c3, ■ ■ ■ , cv — 2c,.+i + c„+2, • • •

* Presented to the Society, September 13, 1935; received by the editors February 1, 1935.

t Der Fall, in welchem alle £„=0 sind, sei indessen ein für allemal ausgeschlossen.
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nichtnegativ ausfällt, u.s.w. Vollmonoton (E. Jacobsthal), oder auch total

monoton (I. Schur) heisst eine Folge (2), wenn alle ihre Differenzenfolgen

nichtnegativ ausfallen (d.h. A*c„ïïO für v = 0,l,2,3, ■ ■ ■ ; k=0,1,2,3, • • • ).

Auf dem Gebiete der mehrfach oder total monotonen Zahlenfolgen sind in

der letzteren Zeit (1920-25) wichtige Begriffsbildungen und Resultate ent-

standen, die hauptsächlich von E. Jacobsthal [16], K. Knopp [18, 19, 20,

21], Th. Kaluza [17] und F. Hausdorlï [11, 12] herrühren. Die höchst ele-

mentaren hierher gehörigen Sätze, die in der vorliegender Arbeit gebraucht

werden, sind, mit einigen Bemerkungen versehen, im §1 zusammengestellt.

Die Behandlung der Reihen (1) mit vollmonotonen Koeffizienten (2) möchte

ich mir jedoch für eine spätere Veröffentlichung vorbehalten. Bei vollmo-

notonen c, kommt natürlich der wichtige Satz von Hausdorff zur Anwendung,

nach dem in diesem Falle die Koeffizienten c„ gewisse Stieltjessche Momente

endlichen Intervalles sind.

3. Meine Beweismethode ist hauptsächlich auf die Positivität der Partial-

summen oder der iterierten Partialsummen (Partialsummen höherer Ord-

nung) gewisser spezieller trigonometrischer Reihen gegründet. Man findet

dies in §11 dargelegt. Ich bemerke, dass diese Positivitätsbeweise sich in der

Regel wieder einzig und allein auf die Nichtnegativität der Partialsummen

erster Ordnung der Reihe

(5) 1 + 2 cos 0 + 2 cos 20 + 2 cos 30 + • ■ • + 2 cos «0 + • • •

für jedes reelle 0, oder, was dasselbe ist, auf die Nichtnegativität der end-

lichen Summe

(6) sin 0 + sin 30 + sin 50 + ••■ + sin (2m + 1)0

im Intervalle O<0<x, und für n = 0, 1, 2, 3, ■ • • , stützen. Nichtnegativität

der Summe (6) und die Abelsche Umformung einer Summe von der Form

axbx + a2b2+ ■ ■ ■ +anbn sind also die beiden Hauptstützpunkte meiner Beweis-

führungen.

In den Paragraphen IV-VII über die Nullstellen der Summen ^cm sin mO,

X/m cos ™ß spielt aber noch ein drittes Beweiselement eine sehr wesentliche

Rolle: Es ist dies eine originelle Schlussweise, mit deren Hilfe G. Szegö

neuerdings die Nullstellen gewisser trigonometrischen Polynome in Grenzen

eingeschlossen hat.* Über diese möchte ich hier einige Worte sagen.

* Herr Szegö hat mir seinen Satz über trigonometrische Polynome mit Beweis in einem Briefe

vom 21. April 1934 freundlichst mitgeteilt. Vgl. seine hier unmittelbar vorangehende Arbeit [26]:

Inequalities for the zeros of Legendre polynomials and related functions. Erwähnt sei noch, dass ich

einiges über den Inhalt der vorliegenden Arbeit in drei Vorlesungen an einem Fortbildungskurs für

Oberlehrer der Mathematik an der Budapester Universität im Juni und Juli 1934 vorgetragen habe.
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4. Die Szegösche Schlussweise stützt sich ebenfalls auf die obige Un-

gleichung

n

(7) £ sin (2v + 1)0 ^ 0, 0 < 0 < ir,
»-0

oder, was dasselbe ist, auf

n

(8) X) sin Hi)«H, 0 < 0 < 2ir.
►-0

Bevor ich nun zur eigentlichen Szegöschen Schlussweise übergehe, möchte

ich, einleitend, aus der Ungleichung (8) den allereinfachsten Schluss ver-

wandten Charakters ziehen. Es seien c0, ei, c2, ■ ■ ■ , cn positive Zahlen, die

monoton fallen, d.h. c0>ci>c2> • ■ • >c„>0. Durch Anwendung der ge-

wöhnlichen Abelschen Umformung folgert man dann aus (8) unmittelbar,

dass

n

(9) X) c, sin iv + |)0 > 0,        0 < 0 < 2ir,
»-0

oder

(10) (  ¿c,cos 1-0) sin-h ( ¿c sin 1/0 J cos— > 0, 0 < 0 < 2ir.
\ v-,0 / 2       \ „=o / 2

Aus der Ungleichung (10) folgt aber augenscheinlich, dass die Polynome

X"=0c, cos v6 und S"=oc» sin *& für O<0<27r nicht gleichzeitig verschwinden

können. Da dies auch für 0 = 0 der Fall ist, so ist also erwiesen, dass die beiden

trigonometrischen Polynome für kein reelles 0 gleichzeitig verschwinden

können. Da endlich mit c0, Ct, ■ ■ ■ , c„ auch c0, ar, ■ ■ • , c„r", 0^r<l, mono-

ton fallend ist, so haben wir das Resultat: Das Polynom

(11) C0 + CiZ + ■ • •  + c„zn

der komplexen Veränderlichen z hat keine Nullstelle für \z\ ¿1, wenn

c0>Ci>c2> • • • >c„>0. Dies ist der bekannte Eneström-Kakeyasche Satz.

Der übliche Beweis dieses Satzes [durch Multiplikation mit (1 —z) ] ist natür-

lich auch höchst einfach; ich wollte hier nur zeigen, dass er auch eine un-

mittelbare Folge der Ungleichung (7) ist, d.h. eine Folge der Tatsache, dass

die Summe der Sinusse der ersten n ungeraden Múltipla von 0 im Intervalle

O<0<7T stets nichtnegativ bleibt, so wie der Sinus des ersten Multiplums,

d.h. sin0 selber.

Szegö benutzt diese Tatsache nicht zum Beweis der Nichtexistenz einer

gemeinsamen Nullstelle von gewissen Paaren  von konjugierten  trigono-
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metrischen Polynomen, sondern im Gegenteil: Er beweist die Existenz reeller

Nullstellen gewisser trigonometrischen Polynome

n

(12) T(8) - £ c, cos vO,
v=0

und schliesst diese in Grenzen ein, indem er in der folgenden Weise vorgeht.

Man führe in (12) n—v statt v als Summationsindex ein. Dann folgt

n n

T(d) = X) cn-v cos (n - x)0 = Z) ¿n-- cos ((» + i) - (v + i))0
p=0 e=0

(13) = ( Ê c»-> cos (p + i)0 J cos (n + i)6

+ ( ¿ c„-, sin (» + i)0J sin (n + i)d,

so dass also, wenn die Wurzeln der Gleichung cos (»+|)0 = O mit

(14) 6k = (k + i) -4- (* = 0, 1, 2, 3, ■ • ■ , 2n)
n + i

bezeichnet werden, die Gleichung (13) mit einem Schlage

(15) 7X0*) = B(Bk)(- I)* (k - 0, 1, 2, • • • , 2«)

liefert. Hier bezeichnet

n

(16) B(8) = J^cn-rsin(v+ i)B.
i—O

Ist nun 0<c0<cx< ■ ■ ■ <c„, so ist, wie wir soeben bemerkt haben,

B(d) >0 für 0 <0 <2x, so dass also aus (15)

(17) sgn 7(0,) = (- 1)* (k - 0, 1, 2, ••• , 2n)

folgt. Hieraus ergibt sich nach Szegö unmittelbar der folgende merkwürdige

Satz: Ist im Kosinuspolynome Co+cx cos0+ ■ ■ • +cn cos nd

(18) 0 < co < ex < ■ ■ ■ < cn,

so hat dieses, im Intervalle 0 <0 < 2x, 2« voneinander verschiedene Nullstellen

h, h, h, ■ ■ ■ , ig», und es gilt

X X

(19) (k-i)——<tk<(k + i)—~ (k = 1,2, 3, ••■ ,2n).
n+i n + i

Ein ähnlicher Satz besteht für d sin 6+c2 sin 20+ • •   +cn sin nd.
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Dass ein Kosinuspolynom (oder Sinuspolynom) mit positiven, monoton

wachsenden Koeffizienten lauter voneinander verschiedene reelle Nullstellen

besitzt, hat schon G. Pólya [22 ] gefunden, und aus dem Eneström-Kakeya-

schen Satze abgeleitet. Wir sehen, dass Szegö durch Benutzung von sin 6

+ sin 30+ • • • + sin (2n +1)0^0, bis zu einer von den Koeffizienten des

Kosinuspolynoms unabhängigen Abgrenzung (19) aller Nullstellen vor-

dringen konnte.*

Die Szegösche Schlussweise in der dargelegten Form ist es nun, die ich in

der vorliegenden Arbeit immer benutze, wenn ich die Nullstellen von trigo-

nometrischen Restreihen untersuche.

5. Ich möchte noch in dieser Einleitung einige Resultate der vorliegenden

Arbeit hervorheben.

Man betrachte die Reihen

(20) f(8) = co + Ci cos 0 + c2 cos 20 + c3 cos 30 + • • • + c„ cos «0 + ■ • ■  ,

(21) g(0) = ci sin 0 + a sin 20 + c3 sin 30 + ■ ■ ■ ,

(22) 4>(8) = ex cos 0 + c2 cos 30 + c3 cos 50 + • • ■ ,

(23) f(0) = ci sin 0 + c2 sin 30 + c3 sin 50 + ■ • ■  ,

* Pólya leitet aus dem Eneström-Kakeyaschen Satze mit Hilfe des Argumentsatzes der Funk-

tionentheorie den allgemeineren Satz ab :

co + Ci cos 8 + • • • + c„ cos n8 = 0

hat In voneinander mod 2t verschiedene reelle Wurzeln, falls die Wurzeln der algebraischen Glei-

chung
Co + C\Z +   ■   ■   ■   + CnZ"  =  0

im Innern des Einheitskreises | z\ < 1 liegen (auch für das Sinuspolynom gültig). Über die Begrenzung

(Verteilung) der ausnahmslos reellen Wurzeln des Kosinuspolynoms auf dem Einheitskreise sagt aber

Pólya nichts aus. Durch geringe Modifikation der ursprünglichen Pólyaschen Beweisführung kann

man indessen, wie ich bemerkt habe, auch in diesem allgemeineren Falle über die Verteilung der

Wurzeln, im Szegöschen Sinne, wenigstens so viel feststellen, wie es im folgenden Satze enthalten ist:

Zerlegt man die Peripherie des Einheitskreises in n gleiche Teile, so liegt an jedem Teilbogen minde-

stens eine Nullstelle des Kosinuspolynoms Co+c¡ cos 8+ ■ ■ ■ +cn cos n8, falls die Wurzeln der alge-

braischen Gleichung Ct¡+c¡z-\- ■ ■ • +cnzn alle im Innern des Einheitskreises liegen. (Dasselbe ist für

das Sinuspolynom Ci sin Ö+C2 6¡n 28+ ■ ■ • +c„ sin n8 gültig.) Der Grenzfall

- 8 n8 8 n8
(1 + z)2_e«9 = 2" cos" — cos-h ¿2" cos" — sin —v 2 2 2 2

zeigt, dass dieser Satz sich insofern nicht verbessern lässt, als auf einem Bogen des Einheitskreises,

der kürzer als 2,r/n ist, keine Nullstelle des Kosinus- oder Sinuspolynoms zu liegen braucht. Weiter

¡st gültig: Auf jedem Bogen von der Länge -¡r/n des Einheitskreises hat entweder das Kosinuspolynom,

oder das konjugierte Sinuspolynom eine Nullstelle. Bei dem Beweise dieser Sätze spielt die einfache

geometrische Tatsache eine Rolle, dass ein Bogen des Einheitskreises von der Länge / (¿St) von

keiner inneren Stelle der Einheitskreisfläche unter einem kleineren Winkel als 1/2 sichtbar ist.

Übrigens gedenke ich noch in einer anderen Veröffentlichung auf die Sätze von Pólya und Szegö

über trigonometrische Polynome zurückzukehren.
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(24) F(z) = co + cxz + c2z2 + ■ ■ ■ ,

(25) Giz) = cxz + c2z3 + c3z* + • • • ,

wo die Koeffizientenfolgen immer nichtnegative, aber niemals identisch

verschwindende Nullfolgen sind.

Ist die nichtnegative Nullfolge c0, Cx, c2, ■ ■ ■ zweifach monoton (es genügt

2co statt Co zu nehmen), so ist/(0) für jedes 0 nichtnegativ (§111). Ist ci, c2,

c3, • • • vierfach monoton, so ist/(f)) im Intervalle O<0<x monoton fallend.

Ist Ci, c2, c3, • ■ • nur dreifach monoton, so braucht /(0) im Intervalle (0, x)

nicht monoton fallend zu sein (§111). Ist Ci, c2, c3, • • • zweifach monoton,

so ist giß) für O<0<x positiv (§111). Ist Ci, c2, c3, ■ • ■ vierfach monoton, so

ist g(0) im Intervalle x/2<0<x monoton fallend. Ist Cx, c2, c3, • • • dreifach

monoton, so ist </>(0) in (0, x/2) positiv, in (x/2, x) negativ, u.s.w., es hat

also das Vorzeichen von cos 0; d.h. sgn 0(0)= sgn cos 0 (§111). Weiter ist

<p(d) auch monoton fallend in (0, x). Ist Ci, c2, c3, ■ ■ ■ einfach monoton, so ist

sgn \p(6) =sgn sin 0 (§111). Ist c0, cx, c2, ■ ■ ■ dreifach monoton, so ist für den

Rest der Potenzreihe von F(z) die Ungleichung |cn+iZn+1+c„+2z"+2+ • • -|

^|F(z)| gültig für |z| ^1, z^l, n = 0, 1, 2, 3, •••, woraus |sn(z)| =|c0

+ciz+ • • ■ +cnz»| ^2|F(z)| folgt, \z\ gl, 2*1, n = 0, 1, 2, 3, • • • (§VIII).

Ist Ci, c2, c3, ■ ■ • vierfach monoton, so ist die Funktion Fiz) schlicht für

|z| <1 (§IX). Ist Cx, c2, c3, • • • vierfach monoton, so ist jeder Rest von G(z)

absolut íS | Giz) | für \z\ ^ 1, z* 1 ; ist cx, c2, c3, ■ ■ ■ dreifach monoton, so ist

Giz) schlicht für \z\ <1.

Von meinen Sätzen über die Abgrenzung der Nullstellen von Restreihen

sei hier nur der folgende angeführt:

Ist die Koeffizientenfolge c0, cx, c2, ■ ■ ■ , c, • • • der trigonometrischen

Reihe
CO

(26) ä(0) = J2 c* sin (n+2v+ 1)0 = c0 sin (» + 1)0 + a sin (« + 3)0 + • ■ •
v=0

eine dreifach monotone Nullfolge, so hat die für O<0<x stetige Funktion

hid) im Intervalle O<0<x mindestens n Nullstellen ti, t2, ■ ■ ■ , tn. Für die im

Intervalle 0 <0 S v/2 gelegenen Nullstellen gelten die Grenzen

(27) ik - i) — <tk<k—^— (k = 1,2, 3, ■ • • ,«'
n n + 1 \

[Ist n ungerade, so muss statt der letzten dieser Ungleichungen

X X / X \

(28) (»'-§)--*»' -»'—77 1= TÍ
n n + 1   \       2 /

geschrieben werden.] Für die übrigen Nullstellen tk, die doch zu den obigen

m>
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i.B. auf ir/2 symmetrisch liegen, gelten die zu den obigen i.B. auf ir/2 sym-

metrischen Grenzen (§IV).

A. Hurwitz bemerkt in seiner Arbeit [15] dass aus der blossen Tatsache,

dass die unendliche Sinusreihe des «ten Legendreschen Polynoms P„(cos 0)

[die Heinesche Sinusreihe von P„(cos0) ] die Form

00

(29) P„(cos8) = J^cvsin(n + 2v + 1)0 = c0 sin (n +1)0 +Ci sin (n +3)8 + ■ ■ ■
»-0

hat, d.h. dass in ihr die Koeffizienten von sin 0, sin 20, • • • , sin nd gleich Null

sind, ohne weiteres die Existenz von n verschiedenen Nullstellen von

P„(cos0) im Intervalle (0, ir) folgt. Er gewinnt dies aus der Verallgemeinerung

eines Sturmschen Satzes bezüglich trigonometrischer Polynome, die mit

Co sin (« + 1)0 + • • ■ anfangen, auf Reihen der gleichen Form. Ich fand nun,

dass die Koeffizienten c0, Ct, c2, ■ ■ • in der Heineschen Sinusreihe eine dreifach

monotone (ja sogar eine vollmonotone) Folge bilden. Auf Grund meines obi-

gen Satzes, und durch blosse Ansicht der Koeffizientenfolge der Heineschen

Sinusreihe folgen somit für die Nullstellen von P„(cos0) die Schranken (27),

d.h. die sog. Markoff-Stieltjesschen Nullstellenschranken.

6. Es mag vielleicht Interesse finden, wenn ich in dieser Einleitung noch

zeige, wie kurz und natürlich bewiesen werden kann, dass die Koeffizienten-

folge der Heineschen Sinusreihe von P„(cos 0) (eine sehr bemerkenswerte

Entwicklung), vollmonoton ist.

Ist

" "    1-3-5 ■ • ■ (2v - 1)
(30) (1 - .)-«■ =  £ a*> = Z 0  ,   A ,-s*>

►-o >-o z-4-0 • • ■ ¿v

so wird bekanntlich

(31) P„(cos 0) = ¿ at^o-**-«"-»« = ¿ aA-a,.- »««*-)•,
A-=0 lt-0

woraus

(32) P„(cos 0) = ¿ «*«„_* cos (n - 2k)8,
A-0

so dass P„(cos 0) ein Kosinuspolynom «ter Ordnung ist. Suchen wir nun die

Sinusreihe von P„(cos 0) :

Í33)   bi sin 0 + b2 sin 20 + • ■ ■ + bn sin «0 + ¿>,1+1 sin (» + 1)0 + • • ■ .

Ich behaupte zunächst, dass
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(34) b! = b2 =  ■ ■ ■  = bn = 0

ist. Tatsächlich gilt nach Fourier

2   rr 2   r * sinvB
by = — I    P„(cos 0) sin vBdB = — I    Pn(cos0).-sin BdB

x J o x J o sin 8
(35)

2   r+i
= — Pnix)U,-xix)dx,

X   J _l

wo £7„_i(a;) ein Polynom in a; von (v — l)tem Grade bezeichnet, nämlich

sin i^0/sin 0 als Funktion von cos 0 = x. Wegen der Orthogonalitätseigenschaft

von Pnix) gilt also (34) tatsächlich. Da weiter Pn(cos (x—0)) =P„(cos0)

bzw. = — P„(cos 0) ist, je nachdem n gerade oder ungerade ist, so haben wir

für die Sinusreihe von P„(cos 0) in beiden Fällen die Form

ce

P„(cos 0) = X c* sin in+2v + 1)0
(36) »o

= c* sin in + 1)0 + ci* sin (» + 3)0 + • • •

erhalten.

Um hier die Koeffizienten c* zu bestimmen, habe ich, mit Rücksicht auf

(32), nur cos in — 2k)8 in eine Sinusreihe zu entwickeln. Da diese Funktion

dieselbe Symmetrieeigenschaft wie P„(cos 0) hat, so besitzt ihre Sinusreihe

die Form

00

cos (n - 2k)8 = • • • + X) ß> sin (n + 2" + l)e
(37) „=o

= • • ■ + ß0 sin in + 1)0 + ßi sin (n + 3)8 + ■ ■ ■  ;

die Koeffizienten von sin 0, sin 20, ■ • • , sin nd haben hier kein Interesse für

uns, da sie, wie schon erwiesen, nach der in (32) geforderten Addition ohnehin

wegfallen. Nun ist, mit Rücksicht auf (37), nach Fourier

2   /**
ß, = — \    cos ((» - 2k)8) sin ((« + 2v + 1)8)d8

X   J o
(38)

2/1                                 1 \
= —-h-) (r- 0,1,2,- •• ).

x \2(« - k) + 2v + 1      2^ + 2^+1/

Also ist, mit Rücksicht auf (38), (37), (36) und (32),

2  ^ / ! 1 \
(39)      c* - — 2 «*«»-*-+-•

x ¿To \2(» - ¿) + 2i> + 1      2^ -h 2»/ H- 1/

Man hat aber
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n 1 " 1

(40) 23 ctkCin-k —-;-  = 2 ajfca„_*-,
¿tí 2(n - k) + 2v + 1       t^o 2¿ + 2k + 1

da die eine dieser Summen aus der anderen durch Ersetzen von k durch

n — k hervorgeht. Also wird schliesslichf

4   " 1
c* = — ¿_, akan-k-

t k=o 2¿ + 2k + 1

4 J   a0aB aia„_i        a2an_2 a„a0 )

-n- 1.2^ + 1      2v + 3      2v + 5 2v + 2n+l),

woö(, ich wiederhole es, den Wert

1-3 •■ • (2k - 1)
ak

2-4 •• • 2k

bezeichnet.

Aus dieser Form (41) der Heineschen Sinuskoeffizienten c* ist aber evi-

dent, dass Co*, c*, • ■ ■ eine positive vollmonotone Nullfolge ist, da doch

l/i2k+2v+l), k = 0, 1, 2, •• • , für jeden einzelnen der (n+1) Werte ¿ = 0,

1, • • • , n, eine solche ist unda0,«i, ■ ■ ■ ,a„ positive Zahlen bezeichnen.

I. Über Summen und Differenzen höherer Ordnung

1. Ist

(1) Mo + «1 + M2 +   •   •  ■   + «n +   •   •  •

eine beliebige unendliche Reihe, so heissen die Folgen

n n n

(2) 5„<°> = £ «„ sn<» = £ */•> , s„<2> = £ î,<» , - - -    (» - 0,1, 2,3, • • • )
»=0 y=0 v=0

die Partialsummen Oter, lter, 2ter, • - - Ordnung der unendlichen Reihe (1).

Sind die Glieder der Folge s^' der Partialsummen ¿ter Ordnung einer unend-

lichen Reihe (1) nichtnegativ, so sage ich, dass die Reihe von der ¿ten Ord-

nung nichtnegativ (kurz, ¿ter Ordnung positiv) ist. Ist eine Reihe positiv

von der ¿ten Ordnung, so ist sie natürlich auch positiv von der ¿'ten Ord-

nung, falls k'>k. Die kleinste Ordnung ¿, nach welcher (1) positiv ist, heisse

ihre wahre Ordnung. Diese kann für eine Reihe auch +<x> sein.

t Aus dieser merkwürdigen Form der c* ergibt sich u.a. ohne weiteres die Form (6), (7) in §VI,

da z.B. eine Partialbruchzerlegung die Gleichung

U/i)c* = Y       "**-*      ,_(2r + 2)(2? + 4) • • • Q + 2n)   _
C"     ^' )c"      ^ik + 2v+\     0+l)0+3)- • • 0-|-2»-i)(>+2»+l)

liefert.
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Ist der Konvergenzradius der Potenzreihe

00

(3) Fir) = X 1W
¡>-o

positiv, so heisst die Funktion Fir) die erzeugende Funktion der Gliederfolge

Uo, Ux, u2, ■ ■ ■ ; dann stellt

00

(4) (1 - r)-*-iF(r) = X) s¿k) r"
v—O

die erzeugende Funktion der Folge der ¿ten Partialsummen der Reihe (1)

dar. Es ist also

/n+k\ /n+k-l\ /n+k-2\

+   ■ ■ ■ + (    \n in = 0, 1, 2, 3, • • • ; k = 0, 1, 2, 3, )•

2. Es sei

(6) Vo, Vx, v2, ■ ■ ■  , vn, ■ ■

eine beliebige unendliche Folge. Ferner sei

A°Vn   =   Vn,

AJz;„ = Avn = vn — vn+1,

A2Wn  =  A(A1D„)   =   Vn—   2vn+X +  Vn+2,

(7)

n+2A^n = A(A*-X) =(0)"»-(1) ^+l + ( 2 ) »•*

-+(- 1)*(a)b^* (« = 0,1,2, 3,- • • ).

Hier heisst A*a„ die Differenz £ter Ordnung mit dem Index n der Folge (6).

Sind für eine Folge (6) bis zur Ordnung k inklusive alle Differenzen nicht-

negativ, d.h.bestehen die Folgen A°v„, Ahn, A2v„, ■ ■ ■ , A*d„,« = 0, 1, 2, 3, ■ • • ,

aus lauter nichtnegativen Zahlen, so heisst die Folge (6) ¿-fach monoton. Ist

dies für jede Ordnung k gültig, so heisst (6) vollmonoton, oder auch total

monoton. Ist die Folge (6) ¿-fach monoton bzw. vollmonoton, so ist auch

jede ihrer Restfolgen vn+x, vn+2, v„+3, ■ ■ ■ ¿-fach monoton bzw. vollmonoton.

Sind beide Folgen vn, wn ¿-fach monoton, so gilt dasselbe auch für die Fol-
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gen vn+Wn, vnwn. Das letztere folgt aus der für jede Ordnung geltenden

bekannten wichtigen Formel*

k / k\

(8) A *(»„»„) = £(      )AXA
»-o \ " /

k—v-„

Es ist also

A°(»„w„) = vnwn,

Alivnwn) = vnAlwn + (AlVn)wn+i,

(9) A2(vnwn) = vnA2wn + 2(A'vn)A1wn+i + (A2vn)wn+2,

A3(vnwn) = vnA3wn + 3(A1v„)A2wn+i + 3(A2»„)Alwn+2 + (Ah„)wn+3,

3. Ist

(10) Fir) = ¿ v,r>
v-0

die erzeugende Funktion der Folge v0, Vi, v2, ■ ■ ■ , und ist

(11) (1 - r)kF(r) = • • - + Kr' + X„+ir»+i + • ■ • + \n+kr»+k + • • ■ ,

so hat man

(12) Akvn = (- l)k\n+k,

d.h. ( — l)kAkvn stimmt mit dem («+¿)ten Koeffizienten in der Entwicklung

von (l—r)kF(r) nach Potenzen von r überein (n, k = 0, 1, 2, 3, ■■•).

Beispiel :

.... PJP + D(P + 2) - ■ ■ (p + n - 1)
(13) »o=l,      vn = -'-      (n = 1,2, 3, ■ ■ ■ ).

1-2-3 - - • n

Hier ist F(r) = (1 -r)-", also (1 -r) *F(r) = (1 -r)-<*-». Folglich gilt

(1 - o)(2 - p)- ■■ (k- p) p(p +!)■■■ (p + n - 1)
AHn = (- l)"\n+k =

1-2 ■ • • k (k + l)(¿ + 2) ■ ■ ■ (k + n)

Ist also 0<p<l, so hat man für die Folge (13): A*»„>0, wo n, k = 0, 1, 2,

3, • • ■ , d.h. sie ist vollmonoton.

4. Recht nützlich ist auch der folgende Satz.

Es sei

* Diese Formel ergibt Ak(vnw„)&VnAhun und natürlich auch ^wnAkv„, falls beide Folgen v„, w„

¿fach monoton sind.
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(14) (1 - ?i)(l - q2) ■ ■ ■ (1 - qn) ■ ■ ■

ein unendliches Produkt, in welchem die qi, q2, ■ ■ ■ , qn, ■ ■ ■ nichtnegative

Zahlen bezeichnen, die 1 nicht überschreiten. Ist dann die Folge qx, q2, ■ ■ • ,

q„, ■ ■ ■ k-fach monoton, so ist die unendliche Folge der Teilprodukte

(15) Qx, Q2, ■ ■ ■ , Qn, ■ ■ ■ ,

wo

(i6) e- = Ù(i-?.),
v-X

mindestens (k + l)-fach monoton.

Es ist gewiss A°Qn = Qn = 0. Weiter ist

(17) A*Q»   =  Qn   -  Qn+X   =  Qn(l   "   (1   ~   <7„+l)),

d.h.

(18) A'Qn = Qnqn+1.

Aus dieser Gleichung (18) erhalten wir durch sukzessive Differenzbildung,

mit Hilfe der Formel (8), die folgende Kette von Gleichungen:

A^n = OnA^+i + (AK2n)?n+2,

A*Qn = QnA2qn+x + 2(AiQn)Alq„+2 + (A^.)?M.,,

(19).

At+1Ön  = QnA"qn+l   +   ( j ) (A^»)A *"Wí +   "   '   '   + Í  fe ) (A *G»)?-+*+l •

Aus dieser Gleichungskette folgt aber der behauptete Satz unmittelbar.

II. Über die Ordnung der Positivität der Summen verschiedener

Ordnung von einigen elementaren trigonometrischen

Reihen

1. Setzt man z = re'e in die Reihen

1 + z - z «
--l+2li,---!>»+»,
1 — Z »-1 1 — zl r=Q

so folgen durch Spaltung des reellen Teiles vom imaginären vier Reihen, die

zusammen mit ihren Ableitungen nach 0 folgendermassen lauten:

(1) Fxir) =- = 1 + 2 ¿ r' cos v8,
1 — 2r cos 0 + r2 F_i
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sin 0 A
<2) F*W = ;-ñ-V7—, * L f sin (" + Do,

1 — 2r cos 8 + rl     „_0

(1 - r) cos 0 "
(3) Fsir) = Ï-5-^7-2 = ^ r' C0S (2" + 1)ö'

1 — 2r cos 20 + rL     ,=o

(1 + r) sin 0 "
(4) Fiir) = i—5-STZI = 2>sin (2" + l)d'

1 — 2r cos 20 + rl     „_0

cos 0 - 2r + (cos 0)r2     JL

<5> '*> *   (l-2„,. + H).   = S r'(' + ° COS (' + **

(1 - r2) sin 0 "

<6) '*> - (i-2,coS. + ,y - S r"('+ "si" ('+ 1)9'

(1 + r)(l - 2(3 - 2 cos2 0> + r2) cos 0     A
(7) FT(r) = V->—-!--——-= £ f(2r + 1) cos (2k + 1)0,

(1 — 2r cos 20 + r1)1 „=0

(1 - 0(1 + 2(1 + 2 cos20)r + r2) sin 0      »

(8> '*»-(1-2,cos2, + fV-» 5 "<2' + " "" (2" + 1)S'

2. Die von unserem Standpunkte aus "ungünstigste" unter diesen Reihen

ist Fjir). Für ihren Zähler

f7(r) = (1 + 0(1 - 2(3 - 2 cos2 8)r + r2) cos 0

gilt nämlich/7(0)= cos 0,/7(l) = -8 sin2 0 cos 0, so dass F7(0 für 0^r<l

sowohl positive als auch negative Werte annimmt, welchen Wert auch 0 habe;

nur die Werte 0 = 0, ir/2, 2ir/2, 3ir/2 sind Ausnahmen. Daraus folgt, dass

(1 — r)^kF7(r) sowohl positive als auch negative Koeffizienten haben muss,

wenn 0 beliebig, nur von 0, ir/2, ir, 3ir/2 verschieden ist, und zwar für jeden

nichtnegativen ganzzahligen Wert von ¿. Die Reihe

(9) cos 0 + 3 cos 30 + 5 cos 50 + • • • + (2k - 1) cos (2k - 1)9 -4-

ist also von keiner (noch so hohen) Ordnung nichtnegativ oder nichpositiv

(ausgenommen 0 = 0,7r/2, ir, 3ir/2).

Da,/6(0 =cos 0-2r+(cos 0)r2 gesetzt,/5(0) = cos 0,/5(l) = -4 sin2(0/2),

so ist die Reihe

(10) cos 0 + 2 cos 20 + 3 cos 30 + • ■ • + k cos K0 + • • •

für —ir/2<0<ir/2 weder nichtpositiv, noch nichtnegativ ¿ter Ordnung, wie

gross auch die Ordnungszahl ¿ sei (ausgenommen 0 = 0). Ist aber ir/2<0

<3ir/2, so ist die Reihe (10), wie unten gezeigt wird, von der dritten Ordnung

negativ.

3. Was nun die übrigen sechs trigonometrischen Reihen anbelangt, so
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sind diese in geeigneten Intervallen alle nichtnegativ oder nichtpositiv von

einer gewissen Ordnung. [Vgl. besonders Fejér 5, 7, 9, 10. ]

Zunächst ist die Reihe

(11) 1 + 2 cos 0 + 2 cos 20 + • • ■ + 2 cos vB + ■ ■ ■

für jeden reellen Wert von 0 nichtnegativ von der ersten Ordnung. In der

Tat ist hier

(12) s„(1>(0) = in + 1) + n-2 cos 0 + (« - l)-2 cos 20+ • ■ • + 1-2 cos«0.

Diese Summe snl\6) ist gleich (sin(0/2))-2(sin [(«+1)0/2 ])2, also nichtnega-

tiv für jedes* 0. Eine andere, von Toeplitz herrührende, Darstellung,

in + 1) + 2n cos 0 + 2(w - 1) cos 20 + • • • + 2• 1 • cos nB

,    , = (  ¿ cos v8 ) + ( ¿ sin vB ) = | 1 + z + z2 + ■ ■ ■ + z" |Le'c
(13) \,=0 /      Vv=o /

1 - z"+112

setzt dies auch in Evidenz; wir sehen, dass s^(0) immer positiv ist, und nur

für die Argumente der (« + l)ten Einheitswurzeln verschwindet (die Wurzel

z = l, d.h. 0 = 0, ausgenommen). Die Reihe (11) ist somit für jeden reellen

Wert von 0 von der ersten Ordnung nichtnegativ.

4. Merkwürdig ist es nun, dass auf Grund der soeben bewiesenen Tat-

sache, nach welcher die Koeffizienten der Potenzreihe von (1 — r)~2Fxir) für

jeden Wert von 0 nichtnegativ sind, die Diskussion der übrigen Reihen fast

ohne Rechnung erfolgen kann.

Wegen

(14) F2(r) = (sin 0)(1 - r2)~Wxir)

und da (1 —r2)-1 = l+r2+r* + • • • nichtnegative Koeffizienten besitzt, folgt

sofort, dass die Reihe

(15) sin 0 + sin 20 + • • ■ + sin «0 + • ■ •

für O<0<x entschieden positiv, für x<0<2x entschieden negativ von der

ersten Ordnung istf (Satz von Lukács).

* Für n=l ist Si0) (6) = (sin(ö/2))-2(sin 0)2=4 cos2 (9/2), also positiv in 050^2*-, nur 0=x

ausgenomen.

t Es sei hervorgehoben, dass die sí1' (6) der Reihe (15) für O<0<7r entschieden positiv sind.

Da nämlich

(l-r)-»jPi(r) =1 + 4 cos2 (8/2)r +■■■,(!- r2)"1 = 1 + r2 + r4 + • • • ,

so sind im Produkte die Koeffizienten vom geraden Index & 1, die vom ungeraden Index ä4cos2(t9/2).

(14) liefert endlich, dass die s„(1)(0) der Reihe (15) für 0<9<x die gemeinsame positive Minorante

sin 8 cos2 (0/2) haben.
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Da weiter

(16) F3(0 = (cos 0)(1 - r)(l - r2)~^Fiir, 28),

so ist

(17) (1 - r)~3F3ir) = (cos 0)(1 - r2)-'(l - r)~2Fiir, 28).

Ich habe also erhalten, dass die Reihe

(18) cos 0 + cos 30 + cos 50 + • • ■

für O^0<7r/2 entschieden positiv, für ir/2<6¿w entschieden negativ von

der zweiten Ordnung ist.

Da

(19) ¿?«(r) = (sin 0)(1 - r)-Vi(r, 20),

so ist es klar, dass die Reihe

(20) sin 0 + sin 30 + sin 50 + • ■ •

für O^0^ir von der nullten Ordnung nichtnegativ ist.

Da

(21) F.(r) = (sin 0)(1 - r2)-'(^i(0)2,

so ist

(22) (1 - r)-*F»ir) = (sin 0)(1 - r2)-'((l - r)-*Ft(r))*.

Dies liefert, dass die Reihe

(23) sin 0 + 2 sin 20 + 3 sin 30 + - • •

im Intervalle 0<0<7r von der dritten Ordnung positiv ist.

Bemerkung. Da

/sin (20/2)Y
(1 - r)-*Ftir) = 1 +    ——-- ) r + ■ ■ ■  = 1 + 4 cos2 (0/2)r + - - -   ,

\ sin (0/2) /

so ist

((1 - r)-2Fiir))2 =1+8 cos2 (0/2)r + • • • .

Durch Multiplikation dieser Reihe mit (1 — r2)-1 = l+r2+r4+ • ■ erhalte

ich nun eine Potenzreihe, deren Koeffizienten aus lauter nichtnegativen Ad-

denden zusammengesetzt sind. Ist der Index des Koeffizienten gerade, so ist

die 1, ist er ungerade, so ist 8 cos2 (0/2) einer dieser Addenden. Daraus folgt,

mit Rücksicht auf (22), dass die Summen dritter Ordnung s^\d) der Reihe

(23) im Intervalle 0 <0 <ir die gemeinsame Minorante sin 0 cos2 (0/2) haben.
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Da

(24) F »ir) = (1 - r) (sin 0)(1 + 2(1 + 2 cos2 8)r + r2)(l - r*)-»(Fi(r, 20))2,

so ist

(25) (1 - r)-5P8(r) = sin 0(1 +2(1 + 2 eos2 8)r + r2)

il-r2)-2ül-r)-2Fiir,28))2,

woraus sich die Positivität vierter Ordnung der Reihe

(26) sin 0 + 3 sin 30 + 5 sin 50 + • ■ •

für 0 <0 <x ergibt. Hier ist jedoch 4 nicht die wahre Ordnung. Da die doppelt

genommene Reihe (26) entsteht, indem wir in der Reihe (23) 0 durch x —0

ersetzen und die so entstandene Reihe zu (23) addieren, so ist es klar, dass

(26) für O<0<x positiv von der dritten Ordnung ist. Ich habe bewiesen

[Fejér 10], dass sie im Intervalle O<0<x sogar von der zweiten Ordnung

positiv ist (wenn man den Mittelpunkt 0 = x/2 bei gerader Gliederanzahl

ausnimmt). Diese Reduktion der Positivitätsordnung der Reihe (26) um eine

weitere Einheit, ist mir aber nur durch die unmittelbare Betrachtung der

Reihe (26), und nicht durch die hier benutzte Methode der erzeugenden

Funktion gelungen.

Da schliesslich

(27) F tir) = (cos 8 - 2r + (cos 0)r2)(l - r2)"2(Fi(r, 0))2,

so ist

(28) (1 - r)-lFiir) = (cos0 - 2r + (cos0)r2)(l - r2)-2((l - r)~2Fxir, 8))2.

Für 7t/2<0<t sind die Koeffizienten des Polynoms zweiten Grades in r:

cos 0 —2r+(cos 0)r2 negativ. Ich habe also erhalten, dass die Reihe

(29) cos 0 + 2 cos 20 + 3 cos 30 + • • •

für x/2 <0<x negativ von der dritten Ordnung ist.

III. Positivität und Monotonität von trigonometrischen

Reihen mit einfach oder mehrfach monotonen

Koeffizientenfolgen

1. Es sei
00

fd) = ao/2 + X) a, cos nd
(1) n=l

= a0/2 + ai cos 8 + a2 cos 20 + • • • + an cos «0 + • • ■

eine unendliche trigonometrische Kosinusreihe mit nichtnegativen Koeffi-

zienten.  Ist ausserdem die  Koeffizientenfolge monoton  abnehmend und
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lim„JOOa„ = 0, d.h. ist ¡a») eine einfach monotone Nullfolge, so ist die Reihe

(1), nach dem Schlömilchschen Satze, für O<0<2ir überall konvergent, und

in jedem Teilintervalle e¿d¿2ir — e, e>0, gleichmässig konvergent. Die

Summe der Reihe (1) sei für O<0<27r mit/(0) bezeichnet;/(0) ist stelig an

jeder inneren Stelle des Intervalles (0, 2ir).

Ist nun die Folge {«„] sogar eine zweifach monotone Nullfolge, d.h. ist

ao^O, ai 1 0, • • • , a. è 0, • • • ,

(2) oto — ai ïï 0, «i - «í § 0, • • • , a„ — an+i ^ 0, • ■ •   ,

a0 — 2ai + a2 2: 0, ai — 2a2 + a3 ^ 0, • ■ ■ , a„ — 2an+i + a„+2 — 0, ■ ■ ■  ,

so istf(9) im ganzen Intervalle 0<6<2ir nichtnegativ. Ist die erste der Differen-

zen zweiter Ordnung tatsächlich positiv, d.h. ist

(3) a0 — 2ai + a2 > 0,

so ist fid) im ganzen Intervalle sogar positiv, und es gilt

oto + a2
(4) fi8) ^-ai für 0 < 0 < 2ir.

Dass dieser Satz bei einfach monotonen aH nicht gültig ist, zeigt das

triviale Beispiel

(5) /(0) = | + cos0.

Hier ist die Koeffizientenfolge 1, 1, 0, 0, 0, • • • einfach monoton, während

/(0) für 2ir/3<0<4ir/3 negativ ausfällt.

2. Ist «i, a2, at3, ■ ■ ■ eine vierfach monotone Nullfolge, d.h. ist

a„ ^ 0,     Alan = an — ocn+i ^ 0,     A2a„ = a„ — 2an+i + an+2 è 0,

A3a„ = a„ — 3an+i + 3an+2 — an+3 S; 0,

A4an = a„ — 4a„+i + 6a„+2 — 4a„+3 + a„+4 ^ 0

für n = l, 2, 3, • • • , und lim„^ooan = 0, so ist die Funktion /(0), welche durch

die für 0<8<2ir konvergente Reihe

(6) f(8) = a0/2 + cu cos 0 + a2 cos 20 + • • • + an cos nd + ■ ■ ■

definiert ist, monoton abnehmend im ganzen Intervalle O<0<ir.

Beweis. Betrachten wir die für 0^r<l gewiss konvergente Reihe

(7) F(r, 8) = cto/2 + our cos 0 + a2r2 cos 20 + • • • + anrn cos nd + ■ ■ ■  ,

sowie die Reihe
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dFir, 0)
(8)-= axr • sin 0 + a2r2 • 2 sin 20 + • • • + anr" ■ n sin «0 + • • ■  .

dB

Bezeichnen wir nun die Summen dritter Ordnung der Reihe

(9) sin 0 + 2 sin 20 + • • • + n sin «0 + ■ • ■

mit

(10) *«>(•),   J2<3>(0),   53»>(0),   ■••   ,   î»«>(0),

so liefert eine viermalige Abelsche Umformung:

air-sin 8 + a2r2-2 sin 20 + ■ • • + anr"n sin nd

n-4

= L («** - 4^+1r"+1 + 6a„+2r'+2 - 4a„+3r"+3 + cxy+ir'^)s,^ (0)
v-l

n-3 n—2 n-1 n     (3)

+ (an-3r      — 4an_2r      + 6a„_ir       — ianr )sn-s(9)

(H) n-2 n-1 n     (3)
+ ia„-2r       — ian-ir      + 6anr )sn-2(6)

+ (a„_ir       — 4a„r )s„_i(0)

+ «nrns¿3Hd).

Die roheste Abschätzung bei der Reihe (9) liefert |5n3)(0)| ^«6; da ferner

«5rn—»0, wenn «—>°o, so folgt aus (11), durch den Grenzübergang n—>°°,

dFir,d) -
- =   / . avrv ■ v sin vd

dd ZÍ
(12)

= S ï„<« (0)A W).
V— 1

Da aber «i, «2, • • • vierfach monoton, und r, r?, ■ ■ ■ für 0 ^ r < 1 vollmono-

ton ist, so ist axr, a2r2, ■ ■ ■ sicher vierfach monoton. Die vierten Differenzen

A'-(avr"), v = 1, 2, 3, ■ ■ • , sind also durchweg nichtnegativ. Die Summen drit-

ter Ordnung sf;(0) der Reihe (9) sind nun für O<0<x ebenfalls nichtnegativ,

wie wir dies aus §11, Nr. 4, wissen. Also ist jedes Glied der konvergenten

Reihe^„liJ^'Cö) A4(a„r) nichtnegativ. Wir haben also

dFir, 6)
(13) -< 0 für 0 < 0 < x

dd

erhalten; d.h. die Funktion F(r, 0) ist, bei festem 0^r<l, im Intervalle

0 <0 <x monoton fallend. Da schiesslich nach dem Abelschen Grenzwertsatze

(14) /(0) = lim Fir, 8), 0 < 0 < x,
C-.1-0
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so ist auch/(0), als Grenzfunktion von monoton fallenden Funktionen, mono-

ton fallend. Hiermit ist der angekündigte Satz bewiesen.*

lte Bemerkung. Wir haben aus der vierfachen Monotonie der Koeffi-

zienten «i, a2, a3, ■ ■ • geschlossen, dass /(0) im Intervalle (0, ir) monoton

fallend ist. Dieser Satz ist nicht richtig, wenn die Folge cn, a2, a3, • ■ ■ nur

dreifach monoton ist. Z.B. hat die Reihe

(15) f(8) = 3 cos 0 + cos 20

die dreifach monotone Koeffizientenfolge 3, 1, 0, 0, 0, • • • . Es ist aber

f'(8) = - 3 sin 0 - 2 sin 20 = - sin 0(3 + 4 cos 0),

so dass also/(0) in einem Teile des Intervalles (0, ir) monoton wächst. (Hinge-

gen ist die Koeffizientenfolge in/(0) =4 cos 0 + cos 20 vierfach monoton und

es gilt tatsächlich f'(8) = -sin 0(4+4 cos 0) für O<0<ir.)

2te Bemerkung. Aus dem obigen Satze folgt, dass die Gleichung

y, a, COS K0 = 0
>.=i

im Intervalle O<0<ir nur eine einzige Wurzel hat, falls {a,\ eine vierfach

monotone Nullfolge ist. Ist \a,] nur eine einfach monotone Nullfolge, so

zeigt das triviale Beispiel

sin (»0/2) cos ((« + 1)0/2)
- = cos 0 + cos 20 + ■ ■ • + cos «0 = 0

sin (0/2)

dass die Gleichung beliebig viele Wurzeln im Intervalle 0 <0 <7r haben kann.

3te Bemerkung. Ist on, a2, a3, ■ • • vierfach monoton und a0/2, «i,

a2, a3, • ■ • mindestens zweifach monoton [was stets der Fall ist, wenn

ao^2(2ai — a2)], so ist/(0), nach dem Vorhergehenden, für O<0<ir positiv

und monoton fallend. Ist speziell schon a0, au a2, ■ ■ ■ zweifach monoton, ja

* Wir setzen immer «i^O, «2^0, ■ ■ • , anä0, • • • voraus, jedoch <*! = £«= • • • =<*„= • ■ • =0

sei stets ausgeschlossen. Dann folgt aber, wegen a„—>0, dass mindestens ein Index p existiert, so dass

A4a„>0. Nun liefert (12)
dF(r, 8)--^ è V3)(0)¿W),

au

und es ist nach Fussnote* auf S. 28
&\aßr») à (AV,

so dass
dFtr, 8)

-^H Ê (aVV3)(ö).

Die rechte Seite dieser Ungleichung konvergiert für r—»1 gegen (A4aM).s/í3, (8). Nun sind aber, wie

wir in §11, Nr. 4, gesehen haben, die si3) (8) der Reihe (9) im Intervalle 0<9<?r durchweg positiv;

sie haben ferner ebenda eine gemeinsame positive Minorante. Daraus schliesst man leicht, dass die

Grenzfunktion f{8) im Innern des Intervalles (0, w) sogar eine eigentlich fallende Funktion von 8

sein muss [d.h./(0,)>/(02), wenn O<0i<92Sir].
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sogar vierfach monoton, so ist also sicher ^"=0a, cosvd positiv und fallend im

Intervalle O<0<x.

3. Sind die Koeffizienten ßn det trigonometrischen Sinusreihe

(16) fi$) = ßx sin 0 + ß2 sin 20 + • • • + ßn sin nd + ■ • •

zweifach monoton, so ist sie für O<0<x konvergent und ihre Summe f(d) für

O<0<x positiv.

Ist die Folge {ßn\ sogar vierfach monoton, so ist/(0), auf Grund von §11,

im Intervalle x/2 <0 <x monoton fallend.

Beispiel. f(6) =4 sin 0 + sin 20 = sin 0(4 + 2 cos 0) hat eine vierfach mono-

tone Koeffizientenfolge. Man sieht, dass /(0)>O für O<0<x. Wegen

f'(6) =4 cos2 0+4 cos 0-2 ist tatsächlich f(0) <0 für x/2 <0<x. Wir sehen

aber daraus weiter, dass f(6) im Intervalle (0, x/2) teils zunimmt teils

abnimmt.

4. Ist die Koeffizientenfolge der trigonometrischen Kosinusreihe
co

(17) f(d) = X>„cos (2v - 1)0
v=l

dreifach monoton, so ist ihre Summe f(d) für 0 < 0 < x/2 positiv, für x/2 < 0 < x

negativ, und im ganzen Intervalle 0 <0 <x monoton fallend*

Die Koeffizientenfolge der Reihe f(6) = 2 cos 0+cos 30 = cos 0 (4 cos2 0 — 1 )

ist zweifach monoton. Sie nimmt im Intervalle O<0<x/2 tatsächlich auch

negative Werte an. Hingegen ist 3 cos 0+cos 30 = 4 cos3 0 mit dreifach mono-

toner Koeffizientenfolge positiv für O<0<x/2 und monoton abnehmend für

O<0<x.

5. Ist die Koeffizienlenfolge der trigonometrischen Sinusreihe
00

(18) fiO) = 1«, sin (2v - 1)0
»-i

einfach monoton, so istf(6) für O<0<x nichtnegativ.

Ist die erste der Differenzen ax — a2, a2 — a3, ■ ■ ■ positiv, d.h. «i— a2>0,

so ist/(0) für O<0<x sogar positiv und è («1 — 02) sin 0.

6. Es sei
00

(19) fid) = X c> sin (" + 1) B = c0 sin 0 + ci sin 20 + c2 sin 30 + • • •
v-0

eine beliebige Sinusreihe mit einfach monotoner Koeffizienlenfolge] Ca, C\, c2, ■ ■ ■,

limn,ooc„=0. Es bezeichne ferner a eine beliebig kleine, aber feste positive Zahl.

Dann gibt es im Intervalle (0, a) Stellen, an denen fid) positiv ist.

* So wie ihr erstes Glied a¡ cos 8.

t Die Reihe (19) braucht bekanntlich keine Fouriersche Reihe zu sein.
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Beweis. Da

CO 00

f(Ô) =I(V sin (k + 1)0 = £ c, sin ((k + $)0 + 0/2)

(20)

= ( ¿ c, sin (k + i)0 j cos (0/2) + ( ¿ c, cos (k + ¿)0 j sin (0/2),

so ist

(21) 2 sin (0/2)/(0) = A(8) cos (0/2) + B(8) sin (0/2),

wo
00

(22) A (8) = X (<v2 sin (k + |)0-sin (0/2))

und

(23)

= Co — X (c„_i — C„) COS K0,
I—1

00

^(0) - Z fe'2 eos (v + i)0- sin (0/2))
*-o

CO

= X (c_i — c„) sin K0.

Aus (22) ersieht man, da [cv] eine monotone Nullfolge ist, dass

oc

(24) .4(0) ^ co- E(c-i- c.) =0
*=i

für jeden Wert von 0. Ferner sind cos (0/2) und sin (0/2) im Innern des Inter-

valles (O, ir) positiv. Kann ich also zeigen, dass

oo

(25) Bid) = £ (c„_i - c„) sin v8
»=i

im Intervalle (0, a), wo 0<a<x, auch einen positiven Wert annimmt, so

ist, mit Rücksicht auf (21), unser Satz bewiesen. [Ich habe für die Reihe (25)

dieselbe Behauptung zu beweisen, die ich für die Reihe (19) aufgestellt habe.]

Für die Sinusreihe 5(0) unter (23) besteht aber die Koeffizientenreihe

00

(26) X) (c-i - c.)
>=i

aus lauter nichtnegativen Gliedern und ist konvergent. Also ist die Sinus-

reihe von Bid) für jedes 0 gleichmässig konvergent. Die Integration von 0 bis

a liefert
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C ° A 1 — cos va
(27) B(B)dd = £ (c,_i - ci)-

Jo v-X V

Wäre nun stets B (0) ^ 0 im Intervalle 0 < 0 < a, so müsste

JL 1 — cos pa
(28) £ (c,_i - c„)- Ú 0

»=i ?

sein. Bezeichnet p den ersten Index, für welchen in der Folge der nicht-

negativen Differenzen

(29) co — ci, ci — c2, c2 — c3, • • •

zum erstenmal eine tatsächlich positive auftritt, so müsste also

(30) (cp_i - c„)(l - cos pa) ^ 0

sein. Dies ist aber sicher nicht der Fall, wenn 0<a<x/(4/»), da dann die

linke Seite von (30) positiv ausfällt.*

7. Übrigens ist der entsprechende Satz für die Kosinusreihe

(31) f(d) = ci cos 0 + c2 cos 20 + c3 cos 30 + • • •

mit einfach monotoner Koeffizientenfolge

(32) ci, c2, c3, • • ■ ,     lim c„ = 0,
n—*w

ebenfalls richtig. Da nämlich {cn\ einfach monoton ist, so ist bekanntlich

sin nd
(33) £ cn

n_i n

für jedes 0 gleichmässig konvergent. Es ist also, wenn 0 < 0 ̂  a,

/" "       sin na       JL      sin «0
(34) f(t)dt =   £ Cn-E cn -,

Je n-x n n_i n

so dass für 0—>+0

/" "sin «
(35) I    f(t)dt = X) Cn-

«/ o n-i n

i na

Nun ist bekanntlich

sin a      sin 2a sin na
(36) -+- + • • • +-• > 0

12 n

* Übrigens zeigen die Formeln (21), (22), (23) auch, dass (sin 0)/(0) für 0-++O zu 0 strebt,

während/(0) für 0—>+0 auf eine nicht integrable Weise unendlich werden kann.
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für 0<a<7r, und für jedes n. Wenn also \cn] eine nichtnegative einfach

monotone Nullfolge bezeichnet, so ist auchXn"=iCn(sin na)/n positiv im Inter-

valle 0 <a <ir. Also ist nach (35)

(37) fafit)dt>0.

Es ist somit unmöglich, dass für die Kosinusreihe/(0) unter (31) im Inter-

valle 0<0¿a beständig/(0) £¡0 gültig wäre. Hier bezeichnet a eine positive

Zahl.

8. Mit Rücksicht auf die Anwendung auf die Sinusreihe des Legendre-

schen Polynoms .Pn(cos 0) erwähne ich den folgenden, dem vorigen ent-

sprechenden Satz:

Besitzt die Sinusreihe

00

(38) fie) = X c> sin (» + 2k + 1)0 = co sin (« + 1)0 + a sin (» + 3) 0 + • • •
t—0

eine einfach monotone Koeffizientenfolge

(39) co, ci, a, ■ ■ ■ ,

so nimmt ihre Summe fid) in jedem noch so kleinen Intervalle (0, a), wo a>0,

positive Werte an.

Der Beweis verläuft dem in Nr. 6 gegebenen ganz ähnlich. Er beruht

jetzt auf der Gleichung

(40) 2(sin 0)/(0) = Ai0) cos n9 + 5(0) sin n8,

wo
00

(41) .4(0) = co - X (c-i - c,) cos 2k0,

00

(42) Bio) = X (cp-i - C.) sin 2k0.
v=l

IV. Über die Nullstellen von trigonometrischen Restreihen

mit einfach oder mehrfach monotonen koeffizienten.

Heinescher Typus

1. Ein Polynom oder eine Reihe von der Form

(1) a„+i cos (» + 1)0 + an+2 cos (w + 2)0 + ■ • • ,

(2) bn+i sin (» + 1)0 + bn+2 sin (« + 2)0 + • • ■

möge eine trigonometrische Restreihe heissen. In Anbetracht der Anwendung
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auf die Legendreschen Polynome möchte ich hier besonders ausführlich die

Sinusreihe behandeln, und auch diese nur im Falle, wo bloss der Sinus eines

jeden zweiten Multiplums von 0 in der Reihe tatsächlich auftritt. Bei ver-

änderter Bezeichnung handelt es sich also um die Reihe

00

(3) f(0) = X) c* sin (n + 2v+ 1)0 = c0 sin (n + 1)0 + Ci sin (n + 3)0 + • • • ,
v-0

wo « eine feste nichtnegative ganze Zahl bedeutet. Von einer trigonometri-

schen Reihe von dieser Form sage ich, dass sie vom Heineschen Typus ist.

Die Koelfizientenfolge c0, ex, • • ■ , cv, ■ ■ ■ sei mindestens einfach mono-

ton, ferner sei mindestens c0—cx >0. Weiter möge lim,..«,<;, = 0 sein. Dann kon-

vergiert die Reihe (3) für jeden Wert 0 ^0^x und ist in jedem Teilintervalle

ef£0:Sx — e, e>0, gleichmässigkonvergent. Ihre mit/(0) bezeichnete Summe

ist also für jedes 0 < 0 <x stetig.

Ich zerlege nun die Reihe, ähnlich wie es Szegö im Falle eines trigonome-

trischen Polynoms tat, in zwei Summanden, und zwar hier in dreifacher

Weise :

(4) fid) = p(d) sin (n - 1)0 + q(d) cos (n - 1)0,

(5) fid) = rid) sin nd + í(0) cos nd,

(6) f(0) = /(0) sin (n + 1)0 + u(d) cos (n + 1)0,

wo

00 00

(7) p(d) = E c, cos 2(v + 1)0, qiO) = Y. c> sin 2(" + D*.
x=0 r-0

00 co

(8) r(0) = £ ecos (2v+ 1)0, s(0) = £ c„ sin (2* + 1)0,
v=0 v—0

00 00

(9) tie) = X)c'cos 2v6> u(°) = X)c*sin 2v6-
v— 0 v— 0

Die sechs trigonometrischen Reihen ¿>(0), • • ■ , «(0) sind im Intervalle

O<0<x überall konvergent, im Intervalle e^0^x —e ferner gleichmässig

konvergent, so dass die sechs Funktionen pid), ■ ■ • , «(0) im Intervalle

O<0<x sämtlich stetig sind. Je nachdem man die Wurzeln der sechs Glei-

chungen

sin (» - 1)0 = 0,        cos in - 1)0 = 0,

sin nd = 0, cos «0 = 0,

sin in + 1)0 = 0,        cos (» + 1)0 = 0
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in Betracht zieht und eventuell die Koeffizientenfolge noch der Bedingung

einer höheren Monotonie unterwirft, erhält man verschiedene Aussagen über

die Wurzeln der Gleichung/(0) = 0 im Intervalle O<0<ir. Ich werde von

diesen 6 Fällen nur die 3 behandeln, die ich für wichtiger halte.

2. lter Fall: sin«0 = 0, d.h.

0m = wir/» im = 1,2, ■■■ ,in - 1)).

Das sind diejenigen Wurzeln von sin »0 = 0, die in das Innere des Intervalles

(0, ir) fallen. Die Gleichung (5) liefert nun

(10) /(0m) = i(0B) cos »0m = s(0„) cos mir = i(0m)(- l)m.

Da aber s(0) unter (8), wie in §111 gezeigt wurde, im Intervalle O<0<ir

überall positiv ist, so ist

(11) sgn/(0ro) = (- 1)- (»= 1,2, •■•,(»- 1)).

Ich habe also erhalten, dass /(0) in den (» — 2) Intervallen (ir/», 2ir/»),

i2ir/n,3w/n), ■ ■ ■ , ((» —2)ir/», (» —l)7r/w) je eine Nullstelle besitzt. Da aber

/(0i) =fiir/n) negativ ist, und/(0), nach dem Satz in §111, Nr. 8, in beliebiger

rechtsseitiger Umgebung von 0 = 0 auch positive Werte annimmt, so muss es

auch im Innern des ersten Intervalles (0, 7r/«) eine Nullstelle besitzen.

Daraus folgt, auf Grund der aus (3) resultierenden Symmetriegleichung

oo

/(ir - 0) = X c, sin (n + 2v + l)(ir - 0)
•—o

(12)
n

= - X c> cos (« + 2k + l)ir sin (« + 2k + 1)0 = (- l)n/(0),
►-o

dass/(0) auch im Innern des letzten Intervalles ((« — l)ir/w, 7r) eine Nullstelle

hat. Es gilt somit der folgende Satz :

Sind Co, Ci, c2, • ■ • nicht negative, nicht zunehmende Zahlen mit lim,..ooc, = 0,

so ist die Reihe

(13) fie) - ¿ c sin (» + 2k + 1)0 = Co sin (» + 1)0 + c, sin (» + 3)0 + • • •
i—o

im Intervalle 0<6<ir überall konvergent und ihre Summe fid) ist für diese

Werte von 9 eine stetige Funktion. Teilt man das Intervall (0, ir) in w gleiche

Teile, so besitzt fid) in jedem dieser Teilintervalle mindestens eine Nullstelle

isogar eine Zeichenwechselstelle). D.h. fid) hat im Intervalle (0, ir) mindestens »

Nullstellen h, t2, • • • , t„, so dass

(14) ik - l)ir/w < tk < kv/n ik = 1,2,- ■ ■ ,n).
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3. 2ter Fall: sin (« + 1)0 = 0. Es sei also jetzt

(15) (m = 0,1,2, ■■■ >«' = py- )•
n+ 1

Wir erhalten durch Einsetzen in die Gleichung (6)

(16) /(0m) = ui6m) coswx = m(0J(- 1)».

Es sei nun {c,} eine zweifach monotone Nullfolge. Dann ist nach §111

oo

(17) m(0) = Yc> sin 2vd
v=0

positiv im Innern des Intervalles (0, x/2). Nun sei erstens « gerade. Dann

fallen Oi, d2, ■ ■ ■ , 0„-, wo m' = «/2, in das Innere von (0, x/2), so dass also

(18) sgn/(0m) = (- 1)-

besteht. Dies besagt, dass f(8) im Innern jedes der Intervalle (0i, 02),

(02, 03), • • • , (dn'-i, 0nO je eine Nullstelle, insgesamt also «' — 1 Nullstellen

besitzt. Da aber auch im Innern von (0, 0i) eine Nullstelle vorhanden ist,

so haben wir also bewiesen, dass f(6) im Innern von (0, x/2) insgesamt «',

und infolge der Symmetrieeigenschaft (12) im Innern von (0, x) 2«' = «

voneinander verschiedene Nullstellen hat. Zweitens sei « ungerade. Dann

haben wir wieder «' — 1 Nullstellen im Innern von (0, x/2), also 2n' — 2 im

Innern von (0, x). Hierzu tritt jetzt noch die Nullstelle 0„> =x/2. Wir haben

also im Innern von (0, x) wieder 2«' —1 =« Nullstellen. Ich habe also den

folgenden Satz bewiesen :

Sind die Zahlen {c„} zweifach monoton und lim,,_occ, = 0, 50 hat die Summe

f(0) der Reihe

00

(19) f(0) = Sc sin (n+2v + 1)0
v-0

im Intervalle O<0<x mindestens n Nullstellen t\, k, • • • , tn (die zur Mitte

0 = x/2 symmetrisch gelegen sind). Es sind die Grenzen

(20) (m - 1) —^— < tm <m
« + 1 n + 1

gültig, wobei m = 1,2, 3, • • • , «'= [(«+l)/2].

Istnungerade, so muss in der letzten Ungleichung tn' <»'x/(«+l) statKdas

Gleichheitszeichen geschrieben werden.
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4. 3ter Fall: cos »0 = 0, also

(21) 8* = (2« - l)ir/(2ra).

Jetzt liefert die Gleichung (5)

(22) fie*) = rid*) sin ((2m - 1)t/2) = r(0m*)(- l)m+l.

Es sei die Nullfolge {c,) dreifach monoton. Dann ist

00

(23) r(0) = X c- cos (2k + 1)0
»-0

im Innern von (0,7r/2) positiv. Es ist also

(24) sgn/(0ro*) = (- l)»+i,

solange d* im Innern von (0, ir/2) liegt.

5. Betrachten wir nun nochmals die 0-Stellen des 2ten Falles:

(25) 0m = m
n+ 1

Wir können zunächst feststellen, dass

(26) 01* < 01 < 02* < 02 < 03* < 03 <   •  •  •   < 0*   < On'  < r/2 ■Hrr1}
Diese Ungleichungskette ist für gerade « in der Form richtig, wie sie

niedergeschrieben ist. Ist aber » ungerade, so muss das Ende statt 0 * < 0n<

<ir/2 so heissen: 0* =0„- =ir/2.

Da nach (24) sgn f(0*) = (-1J-+1 und nach (18) sgn/(0m) = (-1)" ist,

so hat f(d) offenbar in jedem der m'=[(« + 1)/2] Intervalle (0m*, 0m),

m = l, 2, • ■ ■ , «', je eine Nullstelle. Diese Feststellung ist im Falle eines un-

geraden « nur insofern zu modifizieren, als in diesem Falle für das letzte

Paar 0* =0„< =ir/2 gültig ist, also das Intervall (0*, 0„<) auf den Punkt ir/2

zusammenschrumpft. Wegen (3) ist aber jetzt 0 = ir/2 augenscheinlich eine

Wurzel von/(0) =0. Ich habe also das folgende Theorem erhalten:

Ist die Koeffizientenfolge {c, \ der trigonometrischen Reihe

00

(27)    f(0) = X c, sin (n+2v+ 1)0 = c0 sin (n + 1)0 + Ci sin (n + 3)8 + • ■ ■
v=0

eine dreifach monotone Nullfolge, so hat die für 0<d<ir stetige Funktion f(0)

im Intervalle (0,ir) mindestens n Nullstellen h,h, • • ■, tn. Für die imO<d¿ir/2

gelegenen Nullstellen gelten die Schranken
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(28) im- i)— <tm < *»—-- (m = 1,2, 3, ■ ■ ■ ,n' = \^-—\).
n » + 1 \ L2J/

Ist « ungerade, so muss statt der letzten dieser Ungleichungen

(29) (»' - i) - - ü.» - «' -?— ( = x/2)
« « + 1

geschrieben werden.

V. Über die Nullstellen einer beliebigen trigonometrischen

Restreihe mit einfach oder mehrfach monotonen

Koeffizienten

1. Es sei nun eine trigonometrische Sinusreihe von der Form

(1) b„+x sin (n + 1)0 + bn+2 sin (n + 2)0 + bn+3 sin (« + 3)8 -\-

vorgegeben, in welcher alle ganzzahligen Vielfachen von 0, vom (« + l)ten

angefangen, vorkommen. Mit der entsprechenden Kosinusreihe will ich mich

auch jetzt nicht beschäftigen. Ich setze mit abgeänderter Bezeichnung

oo

(2) f(9) = X cy sin (n + v + 1)0
r—0

und betrachte jetzt die Zerlegungen

(3) f(8) = .4(0) sin «0 + B(8) cos nd,

(4) f(d) = C(0) sin (» + i)0 + Did) cos (« + i)8,

(5) /(0) = £(0) sin (« + 1)0 + F(0) cos (« + 1)0,

wo

OO 00

(6) ¿(0) = 2>, cos(k+ 1)0,       5(0) = X) Cy sin (x + 1)0,
»-=0 r—0

00 00

(7) C(0) = X) ecos (v+i)0,       Di8) = X) c, sin (v + i)0,
F—0 F—0

00 00

(8) £(0) = X) c, cos »0, £(0) = X) c, sin x0.
= 0

2. lter Fall: sin («+^)0 = O, also

x 2wx
(9) 0„<»-w—— --—— (»- 1,2, •••,«).

« + |      2« + 1

Ist nun Co, Cx, • ■ • , c,,   ■ ■ ■  bloss einfach monoton, so sind C(0) und 77(0)
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in O<0<2ir konvergent und stetig und Z)(0) für O<0<ir gewiss positiv. Also

liefert die Gleichung (4)

(10) /■(«»<» ) = DiOJ» ) cos wir

und

(11) sgn/^D) = (- 1)'" (m = 1, 2, ■ ■ ■ , »).

3. 2ter Fall: sin (» + 1)0 = 0, also

(12) 0m<2>  = m —— (m = 1, 2, • • • , n).
» + 1

Die Gleichung (5) liefert

(13) f(8,m) =F(dmm)cosmTT.

Ist aber Ci, c2, c3, ■ ■ ■ ,cr, ■ ■ ■ zweifach monoton,* so wird

(14) FiO) = X c' sin "ö = Ci sin 0 + c2 sin 20 + • • •
v—0

positiv für O<0<ir, also

(15) sgn /(0J2> ) = (- 1)- im = 1, 2, - • • , n).

4. 3ter Fall: cos (»+|)0 = O, also

(16) 0mw = (2w - 1) —-— (m « 1, 2, • • • , »).
2» + 1

Ist Co, Ci, • ■ • , c„, • • • dreifach monoton, so wird

oo

C(0) = Di, cos (k + \)0
(17) ,_o

= co cos (0/2) + ci cos (30/2) + c2 cos (50/2) + • • •

für 0 < 0 < ir positiv. Man hat also

(18) /(0J3)) = C(0„<3>) sin (2m - 1)tt/2,

d.h.

(19) sgn/(0m<3>) = (- l)»+l (m = 1,2, • • -, n).

5. Es ist

(20) 0!(3)  < 0i(2)  < 02(3)  < 02(2)  < 03(3)  < 03(2)  < • ■ ■ < 0„(3) < 0„<2> .

* Man beachte die Unabhängigkeit von co-
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Dies folgt z.B. unmittelbar aus dem Umstände, dass die 0m(3) aufeinander-

folgende Wurzeln von cos («+|)0 = 0, die 0m(2) aber aufeinanderfolgende Wur-

zeln von sin (« + 1)0=0 sind, und dass

(21)       sin in + 1)0 = sin (» + |)0 cos (0/2) + cos (« + i)8 sin (0/2).

Übrigens ist die Länge des Intervalles (0m(3), 0m(S) )

0m(2) - 0m<3)  = m —-i2m - 1)

(22)

n + 1 2n + 1

n — m + 1

(«+1)(2«+1)

/ m   \      x
= (l-)- im = 1,2, • • • ,«).

V        »+l/2n+l

Die Länge dieser getrennten Intervalle nimmt also in arithmetischer Pro-

gression ab, wenn der Reihe nach m = l, 2, ■ ■ ■ , n. Im Anfangspunkt 0m(3>

ist das Vorzeichen von/(0) gleich ( — l)m+1, im Endpunkte 0m(2) gleich ( —1)"\

Ich kann also auf Grund des Vorhergehenden den folgenden Satz aus-

sprechen :

Bilden die Koeffiizienten der Reihe

(23) fiO) = bn+x sin in + 1)0 + ¿>n+2 sin (« + 2)0 -\-

eine einfach monotone Nullfolge id.h. eine gewöhnliche nichtnegative Nullfolge),

dann hat die im Intervalle 0 <0 <x stetige Funktion fid) im Innern dieses Inter-

valles mindestens « voneinander verschiedene Nullstellen, und zwar mindestens

je eine im Innern der n Intervalle

(24) ((rn-l)-?—,    m -^— )        (m = 1, 2, • • • , «).
\ »+ i n + i/

Dieser Satz lässt sich insofern nicht verschärfen, als eine Reihe von der

Form (23) in besonderen Fällen genau « Nullstellen im Innern von (0, x)

haben kann. Dies zeigt das triviale Beispiel

(25) *"*-1'
bn+2   —   bn+3   —   -   -   -    —   0,

d.h. die Funktion sin («+1)0.  [Ihre sämtl'chen Nullstellen in (0, x) sind

mir/in + l), m = 1,2, • • • , «. Sie liegen einzeln in den Intervallen (24).]

Auf Sinuspolynome angewendet, lautet dieser Satz folgendermassen :
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Ist die Koeffizientenfolge des Sinuspolynoms

(26) ' fiO) = Cn+i sin in + 1)0 + cn+2 sin (» + 2)0 + • • • + cP sin pO

monoton abnehmend und positiv, d.h.

(27) ' Cn+l >  Cn+2  > >  Cp > 0,

so besitzt f(0) im Innern des Intervalles  (0, 7r)  mindestens » Nullstellen

h, t2, ■ ■ ■ , t„,für welche die Ungleichungen

(28) (m - 1)- <tm<m —*— (m = 1, 2, • • • , n)
n + i n + \

gelten.

Hierzu und zum vorigen Satze über den Fall der unendlichen Reihe

bemerke ich folgendes. Sturm hat bewiesen, dass ein Sinuspolynom (26)

(c+i^O, cpy¿0) im Innern des Intervalles (0, ir) höchstens p — 1, und

mindestens « Nullstellen hat, welche Werte auch seine Koeffizienten c„+i,

Cn+i, • ■ • , Cp haben mögen. Hurwitz [15] hat den Satz von Sturm verallge-

meinert, indem er bewies, dass auch die unendliche Sinusreihe (1) im Innern

des Intervalles (0, ir) mindestens » Nullstellen besitzt, vorausgesetzt, dass

sie die Fouriersche Sinusreihe einer im Intervalle 0^05^ beschränkten und

für O<0<ir stetigen Funktion ist.

Unser Satz über das Sinuspolynom und über die unendliche Sinusreihe

enthält nun eine Präzisierung der Sätze von Sturm und Hurwitz in Szegö-

scher Richtung, insofern, als er » getrennte Teilintervalle in (0, x) mit

mindestens je einer Nullstelle der endlichen oder unendlichen Reihe liefert,

allerdings für den speziellen, jedoch nicht unwichtigen Fall, in welchem die

Koeffizienten positiv und monoton abnehmend sind. (Was den Fall der un-

endlichen Reihe anbelangt, so sei bemerkt, dass mein Satz z.B. auch die

Reihe

sin (n + 1)0      sin (» + 2)0
(29)- +- + • • ■

log (« + 1)        log (» + 2)

erfasst, die bekanntlich keine Fouriersche Reihe ist.)

6. Auf Grund des Vorhergehenden gilt auch der folgende Satz:

Ist die Koeffizientenfolge der unendlichen trigonometrischen Reihe

(30) f(0) = bn+i sin (n + 1)0 + bn+2 sin (n + 2)0 + • • •

eine dreifach monotone Nullfolge, so hat ihre für O<0<ir stetige Summe f iß)

in jeder der folgenden », vollständig getrennten, und von den Werten der Koeffi-

zienten unabhängigen Intervallen
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(31) ((2*1- 1)—*—-,    m^—) (*»- 1,2, •..,»)
\ 2» + 1 »+1/

mindestens eine Nullstelle.

(Die Länge des mten Intervalles ist

n — m + 1
(32)

(» + 1)(2»+1)

und die Summe der « Intervalle ist »x/(4w+2), so dass also das Verhältnis

der Gesamtlänge der Einschränkungsintervalle (31) zu x gegen | konvergiert,

wenn «—><».)

VI. Die Heineschen unendlichen trigonometrischen Reihen für die

Kugelfunktionen. Anwendung der dargelegten allgemeinen

Resultate auf diesen Spezialfall

1. Heine hat für die Fouriersche Sinusreihe des «ten Legendreschen

Polynoms die folgende Form gefunden [Heine 13 Bd. I, S. 89, Stieltjes 24,

Hobson 14]:

2-4 • • ■ 2«      ( 1    «+ 1
(x/4)Pn(cos 0) = —- ¿sin in + 1)0 + — —— sin (n + 3)0

3-5 •• • (2n + 1) i 1   2« + 3

1-3   («+ 1)(«+ 2) )
+-v sin (« + 5)0 + • • • },

1-2 (2» + 3)(2« + 5) f
d.h.

2-4 • ■ • 2«        °°
(2) (x/4)P„(cos 0) = -X h> sin (n + 2v+ 1)0,     0 < 0 < x,

3-5 •• ■ (2«+ 1) „_o

wo

'    2¿- 1        n+k
(3) ¿o=l,    h, = IT —— T—TT—7      ("= 1.2,3,- ••).

k-x      k      2n + 2k + l

Führt man die Koeffizienten av ein, definiert durch

» 1-3-5 . . . (2„ - l)
(4) (1 - z)-1'2 = X ocyZ';        ao=l,       a, = -——-,

,=o 2 • 4 ■ 6 • • • 2v

so findet man, dass auch

(x/4)«n(2« + l)P„(cos 0)

(5) » (2« + 2)(2« + 4) • • • (2« + 2v)      .
=  y, a,-sin (» + 2v +[1)0,

vTo      (2« + 3)(2» + 5) • • • (2n + 2v + 1)
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d.h.

"      a,    sin (» + 2k + 1)0
(ir/4)P„(cos0) = X -'-

,=o  a„+,       2« + 2k + 1

= X c' sin (« + 2k + 1)0, 0 < 0 < IT,
v-O

gültig ist, wobei*

(2k + 2)(2k + 4) • ■ • (2k + 2») 1
(7) c,<"> = c, =

(2k + 1)(2k + 3) • ■ ■ (2k + 2« - 1) 2v + 2n + 1

(k = 0, 1,2,3,---).t

Ich behaupte, dass die unendliche Koeffizientenfolge c0, Ci, • • • , c,, • • •

vollmonoton ist. Tatsächlich besteht zunächst cr, laut (7), aus »+1, d.h. aus

einer festen Anzahl von Faktoren. Irgend einer der » ersten Faktoren hat die

Form

2k + 2k 1
(g) /'(i)  = T^TTT,-7 - 1 + ■

2k + 2k - 1 2v + 2k - 1

wo k eine feste positive ganze Zahl, und zwar eine der Zahlen 1, 2, ■ • • , »,

bezeichnet. Durchläuft nun v die Zahlen k = 0, 1, 2, 3, • • • , so erhalten wir

eine vollmonotone Folge/0(t),/i(*',/2(fc), • • • ,/»<à), • • • . Dies folgt aus dem

Umstände, dass die Folge

(9) TTTTÜ^l (-0,1,2,3....)

vollmonoton ist. Endlich liefert auch der (w + l)teFaktor/in+1) =(2k+2w+1)_1

eine vollmonotone Folge, wenn k = 0, 1, 2, 3, • • • gesetzt wird. Auf Grund

von §1 ist aber dann auch die Folge/»>/«> • • •#»>/,,< B+1), v = 0,1, 2,3,

vollmonoton. (Diese Tatsache lässt natürlich auch noch verschiedene andere

Beweise zu. Vgl. z.B. die Einleitung dieser Arbeit.)

Auf Grund des Satzes §IV, Nr. 2, kann ich aus der blossen Tatsache, dass

die Koeffizienten der Heinereihe für (ir/4) Pn(cos0) positiv sind, und monoton

* Z. B. lautet die Reihe für k=0

jc_  _ ^, sin (2v + 1)8

für»=l

(r/4) cos 8 = ¿ 1 (—!— + T-¿-r) sin 2(„ + 1)8,
u. s. w.

t Bezüglich einer anderen Darstellung von c„ vgl. die Einleitung dieser Arbeit.
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abnehmen, was doch aus irgend einer von ihren Formen evident ist, den

folgenden Satz aussprechen:

Teilt man das Intervall (0, x) in « gleiche Teile, so hat Pn(cos 0) im Innern

eines jeden Teiles eine Nullstelle. D.h. sind tx, t2, ■ ■ • , tn die Nullstellen von

F„(cos 0) im Intervalle 0 < 0 <x, so ist

(10) (m - 1) — < tm < m — (m = 1, 2, ■ ■ ■ , n).
n n

Berücksichtigt man die Tatsache, dass die Koeffizientenfolge der Heine-

schen Sinusreihe dreifach monoton (ja sogar vollmonoton) ist, so liefert der

Satz von §IV, Nr. 5:

Die Nullstellen tm von P„(cos 0), welche im Intervalle 0 <0 ¿x/2 liegen, sind

in die Teilintervalle

(11)
x x / r» + n\

im - i) — < tm < m ——■ Im = 1, 2, 3, •■•,»' =   ——   )
n »+ 1 \ L    2    J/

eingeschlossen.

Ist » ungerade, so muss statt der letzten dieser Ungleichungen

■K X / X \

(12) («' -i)- = tn. = n>——    ( = -)
n « + 1     \       2 /

stehen.

Dies ist die Markoff-Steiltjessche Einschränkung der Nullstellen des «ten

Legendreschen Polynoms.

2. Die konjugierte Kosinusreihe der Heineschen Reihe (6) stellt iQn(x)

= iQn(cos 0), d.h. die Hälfte der «ten Kugelfunktion zweiter Art auf dem

Querschnitte —1<*< +1 dar. Es ist also

00

(13) iö„(cos 0) = X) c, cos (n + 2v + 1)0.
v-0

Hier gibt die Zerlegung

K?n(cos 0) = ( X) Cy cos 2vd ) cos (n + 1)0
\ v-0 f

(14)

— ÍXC- sin 2vB) sin (n + 1)0,

wegen X^o^ cos 2^0 > 0 für 0 < 0 < x, dass

(15) sgnÇ7„(cos0m) = (- 1)*»

gilt, wenn 6m = mir/(n + l), m = l, 2, • • • , w, gesetzt wird.
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Daraus folgt: Teilt man das Intervall (0, 7r) in » + 1 gleiche Teile, so

hat Q„(cos 0) im Innern eines jeden Teilintervalles mindestens eine Nullstelle,

also insgesamt mindestens »+1 Nullstellen im Innern des Intervalls (0, 7r).

3. Die Heinesche Reihe führt auch zu anderen Eigenschaften der

Legendreschen Polynome. So ergibt sich z.B. auch die sog. Stieltjessche

Abschätzung mit einem Schlage aus der Form (5) :

(16) fie) = (x/4)«»(2» + l)P„(cos 0) = X aß, sin (» + 2k + 1)0,

wo

(17)

ao = 1, Ciy

ßo = ßow   =  1, ßv = ß,in) =

1-3 • • • (2k - 1)

2-4---2k

(2« + 2)(2» + 4) • • • (2« + 2k)

(2» + 3)(2« + 5) • • • (2« + 2k + 1)

(k= 1, 2,3, •••)•

Die Stieltjessche Abschätzung des Legendreschen Polynoms hat aus der

Heineschen Reihe schon Hobson [14] abgeleitet. Die folgende Ableitung

dürfte einfacher sein.

Da fid) die für z = eie genommene imaginäre Komponente der Potenz-

reihe

oo co

(18) F(z)    =     X«A2"+2V+1    =    Z"+i^2  UyßyZ2'
v—0 v—0

darstellt, so ist also sicher

(19) | /(0) | ¿ | Fie«) I =

Da /3o = l, ßi, ß2, • • ■   eine einfach monotone Nullfolge ist, so liefert die

Abelsche Umformung

(20) /(») I = X iß, - ßv+i)(ao + aiZ + ■ • ■ + avZ")

Nun gilt aber für die Abschnitte der Binomialreihe für (1—z)-1'2 [Fejér 6,

Szegö 25 ]

(21)

also ist

a0 + axz + ■ ■ ■ + a,z* \ ¿ 21'21 1 -

(k = 0, 1, 2, 3,

-1/2

¿   \,Z*   1),
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(22) | fid) \ S 21'21 1 - z \7-?*<> = (sin 0)-1'2,

d.h.

x   1-3 • • • (2»- 1)
(23)-(2« + 1)   Pn(cos 0) I S (sin 0)"1'2

4        2-4 • • ■ 2»
(0 < 0 < x, n = 0, 1, 2, 3, • • • ).

Das ist die Stieltjessche Abschätzung für P„(cos 0). Wir sehen, dass sie

auch für die konjugierte Kosinusreihe der Heineschen Sinusreihe, d.h. für

5<2„(cos 0) statt (x/4) P„(cos 0) gültig ist.

4. Da die a,,v = Ç),l,2, ■ ■ ■ , von « unabhängig sind und eine monotone

Nullfolge bilden, da ferner auch die Folge 1 =/30<n> ,ßin), ■ • ■ , ßin), • • • eine

monotone (Nullfolge) mit limn,j3„(n) =1 bei beliebigem, aber festem, v ist,

da schliesslich die ReiheXr=o«"z2', z = eie, auf jedem Bogen e^0gx — e, e>0,

des oberen Halbeinheitskreises, nach den Sätzen von Schlömilch und Abel,

gleichmässig gegen ihre Summe (1 — e2ie)~1'2 konvergiert, so ist auch

lim ( X «A*"' e™" ) = (1 - e2<9)-1/2
(24) n-.«  \  y-0 /

= (2 sin 0)-1'2 cos (x/4 - 0/2) + i(2 sin 0)~l/2 sin (x/4 - 0/2),

und zwar gleichmässig auf jedem Bogen €¿0¿x — e, e>0. Somit liefert (18)

(25) (x/4K(2« + l)P„(cos 0) = (2 sin0)-"2{cos [(» + \)e - x/4] + 5„(0)} ,

(26) iani2n + l)Qni cos 0) = (2 sin 0)"1'2 {cos [(« + |)0 + x/4] + t,„(0) } ,

WO

lim o„(0) = lim 77„(0) = 0,
n—* « n—♦ oo

und zwar gleichmässig für jedes Teilintervall e^d^w — e, e>0. (25) ist die

Laplacesche asymptotische Formel für P„(cos 0), (26) die Heinesche für

Qn(cos0). [Siehe Heine 13, Bd. 1, S. 175.]

VII. Asymptotische Eigenschaften des Restes einer beliebigen

fourierschen slnusreihe. präzisierung des resultates

im Falle einer einfach oder mehrfach monotonen

Koeffizientenfolge

1. Es sei/(0) eine beliebige, im Intervalle 0 á 0 Sx definierte stetige Funk-

tion, deren Ableitung daselbst ebenfalls stetig ist. Es sei

(1) fi8) = bx sin 0 + ¿2 sin 20 + • • • + bn sin «0 + • • •

die Fouriersche Sinusreihe dieser Funktion, d.h.
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2   /**
(2) bn = — I    fit) sin ntdt (n = 1, 2, 3, • ■ • ).

X   Jo

Mit Hilfe der Methode die ich in meiner Arbeit über den Rest der

Fourierschen Reihe angegeben habe [Fejér 2,3,4] findet man leicht für den

Rest

so

(3) f(0) - sn(0) = X bv sin K0, 0 < 0 < ir,
v—n+l

die folgende asymptotische Formel :

cos (n + |)0

" in + §)»V
f(0) - sn(e) = /     ,   „   U(+ 0)

sin \0
(4)

sin in + i)0 )
+ i- l)»/(x - 0)-      la       + e„(0) ^ ,

cos f0 J

wo O<0<7T und e„(0) im Intervalle 5ii0gx — S für beliebig kleines, aber

festes positives 5 gleichmässig gegen 0 konvergiert.* Ich setze jetzt voraus,

dass mindestens einer der beiden Werte /(+0), /(ir —0), etwa/(+0), von 0

verschieden sei.

Wir betrachten nun die Wurzeln der Gleichung sin (w+|)0 = O, d.h.

X

(5) 0m = 2m- im = 1,2,3, ■■■ ),
2n + 1

von diesen jedoch nur diejenigen, die in das Intervall 5 ¿ 0 ¿ x — 5 fallen, wo 5

eine feste positive Grosse bezeichnet. Da aus (4)

1        (   /(+ 0) )
(6) ifiO) - sn(0))Mm =-— <^  .    ,      — cos mir + en(8m) }

(n + §)x (sin (0m/2)

folgt, so hat man, wegen der gleichmässigen Konvergenz von e„(0) gegen 0,

wenn nur « genügend gross ist:

(7) sgn (/(0) - sn(0))Mm = i- 1)- sgn/(+ 0).

Wir haben also für den Rest

*Für
x — 8     sin 8     sin 28 sin nO

/(')- — - — + _+... + — +

lautet die Formel

sin (n + 1)8     sin (n +2)8 1      ( cos (» + i)8sin (n + 2)9 1      (cos (» + h)6 )

+       n + 2       +'" = 2^rr|      sin^       +""(ÔH'n+1

wo lim„_„7j„(9)=0, und zwar gleichmässig für SSögjr —5, ä>0.
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R„+xiB) = fie) - SniB) = X b, sin vB
v—n+X

das folgende Resultat erhalten :

Bewegt sich 0 nur im Intervalle 5 S 0 S x — 5, wo S eine beliebig kleine, aber

feste positive Zahl bezeichnet, ist ferner der Index « entsprechend gross, so

besitzt der Rest (3) der Fourierschen Sinusreihe der den obigen Bedingungen

genügenden beliebigen Funktion /(0) mindestens eine Wurzel zwischen je

zwei aufeinanderfolgenden Wurzeln

0m_i = 2(w - 1)

8m = 2m

2n+ 1

x

2n+ 1

der Gleichung sin («+|)0 = O, falls diese beiden Wurzeln in das Intervall

5S0Sx-5 fallen.

Wie kann dieser Satz vom Sturmschen Charakter präzisiert werden im

Spezialfalle, wo die Koeffizientenfolge der Sinusreihe

(8) bx sin 0 + b2 sin 20 + ■ • • + bn sin nB + ■ ■ •

eine einfach monotone Nullfolge ist? Insofern ist jetzt unsere Annahme

wieder etwas allgemeiner, als es gar nicht nötig ist, dass die Reihe (8) eine

Fouriersche sei. Die Zerlegung (4) in §V, Nr. 1, gibt uns ohne weiteres den

folgenden Satz:

7.SÍ die Koeffizientenfolge der unendlichen Sinusreihe (8) eine beliebige ein-

fach monotone Nullfolge, so hat der Rest

(9) K+i sin in + 1)0 + bn+2 sin (» + 2)0 + • • •

mindestens n voneinander verschiedene Nullstellen iZeichenwechselstellen)

h, h, • ■ ■ , in im Innern des Intervalles (0, x), und zwar ist

(10) 2(w - 1)- < tm < 2m- im = 1,2, ■■■ ,n).
2n + 1 2« + 1

Dies gilt für jeden Wert von «.

Mit anderen Worten: Was im Falle einer "beliebigen" Reihe (a) nur in

einem Teilintervalle von (0, x), und (b) nur für genügend grosse Werte von

n gültig ist, ist im Falle monoton abnehmender Koeffizienten im ganzen In-

tervalle (0, x) und für jedes « gültig.
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VIII. Abschätzung des Restes und der Partialsumme einer

Potenzreihe mit Hilfe der dargestellten Funktion,

wenn die Koeffizientenfolge einfach oder

mehrfach monoton ist

1. Es sei

(1) Co, Ci, c2, • • • , cn, ■ • •

eine beliebige dreifach monotone Nullfolge. Dann ist die Potenzreihe

(2) f(z) = X c,z>
v—0

für \z\ ¿1,Zt¿1, konvergent und es gilt für die Restsumme Rniz) =Xr=n+iC»z'

(3) | Rniz) | ¿ | fiz) \, für \z\¿l, z^l,  n = 0,1,2,- ■■ .

Für den absoluten Betrag der Partialsummen j„(z) ist also

(4) | Sniz) | = | Co + CtZ + ■ ■ ■ + Cn2" | £ 2 | fiz) |

gültig für \z\ ¿l,Z9¿l,n = 0,l,2, ■ ■ ■ .

Beweis. Da

00

(5) Rniz) = Ec„+,z"+»,
v—0

so ist für z = re'e, O ¿ r < 1,

00 00

(6) Rnireie) = X cn+vrn+"ei{n+")S = eind X cn+,rn+"eiyil.

v=0 v=0

Da cn+rrn+v bei festem r hinreichend stark gegen 0 konvergiert, wenn

k—>co, so ist die Abelsche Umformung zweiter Ordnung gestattet:

oo

(7) RHire«) = «'"•£ A2(c„+,r"+")(i,»> (0) + ia,^ (0)),
►-o

wo sj-1} id) die Partialsummen erster Ordnung der Reihe

(8) 1 + cos 0 + cos 20 + • • • + cos »0 + • • • ,

<t„(1) (0) die Partialsummen erster Ordnung der Reihe

(9) 0 + sin 0 + sin 20 + • ■ • + sin nd + ■ ■ ■

bezeichnen. [Es ist also

s„<» (0) = (k + 1) + k cos 0 + • • • + 1 • cos vd;

tr,W (0) = k sin 0 + (k - 1) sin 20 + • • ■ + 1 • sin vO. ]
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Da ferner die Folge {c} als dreifach monoton vorausgesetzt wurde, so ist

sie jedenfalls auch zweifach monoton, und die Folge {cyr"} ist, wegen r<l,

ebenfalls zweifach monoton. Das gleiche trifft für die Restfolge der letzteren

Folge, d.h. für

(10) c„rn, Cn+xr"+i, ■ ■ •

zu. Weiter sind s„(1) (0) und o-„(1) (0) nichtnegativ für O<0<x und v = 0, 1,

2, 3, • • • . Somit habe ich also gezeigt, dass in der unendlichen Summe auf

der rechten Seite der Gleichung (7) [die den Wert e~in6Rn(rei9) hat] jedes

Glied eine komplexe Zahl mit nichtnegativer reeller und imaginärer Kom-

ponente ist, O<0<x.

Die Folge {c„}, also auch {c„r"}, ist aber sogar dreifach monoton, so dass

die zweiten Differenzen

(11) A2(c0r°), AHcir1), A2(c2r2), • ■ • , A2(c„r"), • • ■

nicht nur nichtnegativ, sondern auch monoton abnehmend sind. Ersetze ich

also in der Summe für e~ineR„(rei$) die Differenz A2(cn+„rn+''), für jedes v, durch

die Differenz A2(c,rr), so wird der absolute Betrag der unendlichen Summe

nicht verkleinert, d.h.

(12) | Rn(re«) [ iS X A2(c,r')(si» (0) + ùr,m (0))

Was aber jetzt rechts innerhalb des Zeichens des absoluten Betrages steht,

ist f(reie) selbst [in Abelscher Umformung zweiter Ordnung ihrer Summen-

form (2) ]. Also haben wir

(13) | R,(re») | S | f(reiS) \.

Dies ist zunächst für O<0<x abgeleitet worden; wegen der Realität der c,

ist es jedoch für jedes reelle 0 gültig. Hierbei wurde stets r<l vorausgesetzt.

Da nun die Reihen Y,7=oc'z", Yv-n+x0'^ auch für z = eie überall konvergent

sind (mit eventueller Ausnahme von z = 1, d.h. 0 = 0), so habe ich also schliess-

lich (3) bewiesen, woraus wegen sn(z) =/(z) — Rn±x(z), wie schon bemerkt, (4)

folgt. [Siehe: M. Riesz 23, S. Chapman 1, L. Fejér 6, G. Szegö 25. Man vgl.

das allgemeine Kriterium von Szegö mit dem meinigen.]

IX. Über die Schlichtheit von Potenzreihen mit monotoner

Koeffizientenfolge verschiedener Ordnung

1. Ist in der Potenzreihe

(1) f(z) = CiZ + c2z2 + • ■ • + c„z" + • • •

die Koeffizientenfolge {c„} vierfach monoton, so bildet sie das Innere des Ein-

heitskreises |z| <1 schlicht auf die Funktionsebene ab.
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Beweis. Es ist für r < 1

(2) fire*)' = u(r, 0) + is(r, 0) = (  ¿ V cos k0J + il ¿ c,r'sinitf
\  »—0 / \ »—0

Da {c,r'},k = 1,2,3, • • ■ , gewisszweifach monoton ist, so gilt, nach dem

Satzein §111, Nr. 3, vir, 0) >0 für O<0<x. Da {crr'},v = l, 2, 3, • • • , auch

noch vierfach monoton ist, so ist w(r, 0) monoton fallend für O<0<x (§111,

Nr. 2). Wenn also der Punkt reie bei festem r<l den oberen Halbkreis reie,

O<0<x, beschreibt, von 0 = 0 angefangen bis 0 = x, so beschreibt der Bild-

punkt «(r, 0)+ivir, 0) eine, in der oberen Halbebene gelegene Kurve der

w-Ebene, die keinen Doppelpunkt haben kann. Mit Rücksicht auf den Um-

stand, dass das Kreisbild fireie), 0¿0<2ir, symmetrisch in Bezug auf die

M-Achse ist, habe ich also bewiesen, dass jedem Kreise \z\ =r, r<l, eine

Jordankurve in der Funktionsebene entspricht, woraus unser Satz folgt.

Weiter ist der folgende Satz gültig.

Ist in der Potenzreihe

(3) fiz) = az + c2z3 + c3z6 + • - - + cz2-1 H-

die Koeffizientenfolge {c„} dreifach monoton, so ist sie für \ z \ < 1 konvergent

und schlicht.

2. Die Funktionen/(z) wie (l) und (3) bilden eine Unterklasse derjenigen

im Einheitskreise schlichten Funktionen, die ich in meinen Noten [L. Fejér

9, 10] betrachtet habe, und die allgemein dadurch charakterisiert werden

können, dass für sie zf'iz) im Innern der oberen Hälfte des Einheitskreises

iz = rei$, 0<r<l, O<0<x) eine imaginäre Komponente beständigen Vor-

zeichens hat.* Auf Grund der Resultate meiner Noten kann ich also noch

hinzufügen, dass bei der Reihe (1) die arithmetischen Mittel dritter Ordnung

der Partialsummen, bei der Reihe (3) die arithmetischen Mittel zweiter

Ordnung der Partialsummen für \z\ <1 und für « = 0, 1, 2, 3, • • ■ , schlicht

sind.
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